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Пусть h и g — голоморфные функции в единичном круге D = {z ∈ C :
|z| < 1}. Рассмотрим гармоническое отображение вида
f (z)= h(z)+ g (z), z ∈D.
В теории функций комплексного переменного большое значение имеет исследо-
вание однолистности функций. В этом смысле основополагающее значение имеет
результат Й. Беккера (см. напр., [1]– [3]).
Теорема 1. Пусть h : D → C — голоморфная функция, удовлетворяющая условию
h′(z) ̸= 0. Если для всех z ∈D имеет место неравенство
(1−|z|2)|zh′′(z)/h′(z)| ≤ 1,
то функция h однолистна в D.
В [4] получено следующее обобщение указанного результата на случай гармони-
ческих отображений:
Теорема 2. Пусть функции h и g являются голоморфными в единичном круге D
и удовлетворяют условиям h′(z) ̸= 0 и |ω(z)| < 1 в любой точке z ∈ D, где ω(z) :=
g ′(z)/h′(z). Если выполняется неравенство
|ω(z)|+ (1−|z|2)
∣∣∣∣z h′′(z)h′(z)
∣∣∣∣≤ 1 ∀z ∈D,
то отображение f = h+ g является однолистным в D.
Широкий интерес представляют не только достаточные условия однолистности,
но и достаточные условия p-листности, где p —натуральное число. Будем говорить,
что функция f является p-листной в некоторой области, если
а) для любого w ∈C уравнение f (z)=w имеет не более чем p корней,
б) существует w0 ∈C такое, что уравнение f (z)=w0 имеет в точности p корней с
учетом их кратности.
Для аналитических функций Ф.Г. Авхадиевым [5] получена
Теорема 3. Пусть h аналитична при 0< |z| < 1, n — целое число, n ̸= 0, и
lim
z→0 z
−nh(z)= a1 ∈C\ {0}.
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Функция h будет |n|-листной в D, если
sup
z∈D
∣∣∣∣(1−|z|2n)(n−1− z h′′ (z)h′ (z)
)∣∣∣∣≤ |n|, |z| < 1.
В данной работе, следуя схеме доказательств из [6], [7], мыполучили достаточные
условиямноголистности типаАвхадиева–Беккера для гармонических отображений
круга.
Теорема 4. Пусть D = {z ∈ C : |z| < 1}, n — целое число, n ̸= 0. Предположим, что
h и g являются голоморфными в D \ {0}, h′(z) ̸= 0 и |ω(z)| < 1 для любого z ∈D \ {0}, где
ω(z)= g ′(z)/h′(z), кроме того, h удовлетворяет условию
lim
z→0 z
−nh(z)= 1.
Тогда гармоническая функция f (z)= h(z)+ g (z) будет |n|-листной в D, если
|n| |ω(z)|+
∣∣∣∣(1−|z|2n)(n−1− z h′′ (z)h′ (z)
)∣∣∣∣≤ |n|, |z| < 1.
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AVKHADIEV–BECKER TYPE P-VALENT CONDITIONS FOR HARMONIC MAPPINGS OF A DISC
R.G. Nasibullin, I.K. Shafigullin
We obtain Avkhadiev–Becker type p-valence conditions for locally univalent harmonic mappings de-
fined in the unit disc.
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